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أنشطة و تدريبات 

في

الصف الثالث الثانوي

الفصل الدراسي الثاني 
إعــداد
أسرة الرياضيات بالمرحلة الثانوية

إشراف 
محمد عبد الجواد

1426 / 1427 هـ

  اسم الطالب /  .............................................................                الفصل /   ........................


"سبحانك لا علم لنا إلا ما علمتنا إنك أنت العليم الحكيم"

يسر أسرة الرياضيات بالمرحلة الثانوية أن تقدم أجمل التهاني مع إطلالة فصل دراسي جديد، داعين الله عز وجل أن يكون عام خير وبركة على الإسلام والمسلمين.

كما يسعدها أيضاً أن تقدم هذه المادة التعليمية لتكون مجالً للعمل داخل الفصل، حيث التفاعل المثمر، والتواصل البناء بين الطالب والمعلم من أجل التحقيق الأمثل لأهداف العملية التربوية التي نرجو منها الخير لبلادنا الحبيبة.

وقد حدا بنا لإعداد هذه المادة أهداف عدة نذكر منها:

· وضع التعلم القبلي وما يحتاجه المقرر الجديد من معلومات وقوانين سابقه بين يدي الطالب لتكون عوناً له على فهم واستيعاب الدروس الجديدة بما يتمشى مع الطبيعة التراكمية لمادة الرياضيات.

· رفع مستوى التفاعل الصفي بين الطالب والمعلم، حيث أعدت أنشطة كمداخل تعليمية لاكتساب المعلومة الجديدة، مما يزيد من دافعة الطالب للتعلم، وتقليل حدة الطريقة الإلقائية والتي لا تتناسب مع تدريس الرياضيات.

·  الاستثمار الأمثل لزمن الحصة، والاستفادة من كل دقيقة منها مما يعود على الطالب بالنفع ومن المنتظر أن توفر هذه الطريقة ما يقرب من ثلث زمن الحصة، والذي كان يهدر بعيداً عن الأهداف الرئيسية للدرس الذي يقوم المعلم بأدائه.

· الاستفادة من الوقت وإفساح المجال لمزيد من التطبيقات والتمارين كي يكتسب الطالب المهارة ولا يتوقف عن حد الفهم فقط، وكذلك الاهتمام بعملية التفكير من قبل الطالب والتي تعد هدفاً رئيساً لتدريس الرياضيات.
· مراعاة الفروق الفردية بين الطلاب من حيث سرعة الكتابة أو الاستيعاب، حيث يتمكن جميع الطلاب من العمل تحت إشراف المعلم في تدريبات أعدت مسبقا بين يدي الطالب.
· تخفيف عبء الكتابة عن الطالب، والتي يشكو منها كثير من الطلاب، علاوة على شكوى معلم الحصة التالية لحصة الرياضيات الذي يجد طلابه في انشغال تام في نقل الملخص السبوري.
· سهولة متابعة العلم لطلابه وكذلك متابعة ولي الأمر وذلك لوجود مرجعية واضحة لأسلوب العمل داخل الفصل مع وجود مساحة كافية للإضافة والابتكار من قبل المعلم أو الطلاب طبقاً لحاجات الموقف التعليمي.
· إعطاء فرصة للطالب الغائب لمعرفة ما فاته بالضبط، وكذلك الطالب المتميز الراغب في تحضير الدرس مسبقا مما ينمي عنده قدرة التعلم الذاتي وحب العلم وطلبه والإقبال عليه.
· تهيئة الموقف التعليمي لطريقة التعلم التعاوني كإحدى طرق التدريس الحديثة مما يساعد على فهم المادة.  
والله نسأل أن يوفقنا لما فيه عز الإسلام والمسلمين، إنه ولي ذلك والقادر عليه.

                                                                                                     مع تحيات أسرة الرياضيات                                                                                 


       الحمد لله والصلاة والسلام على رسول الله نبينا محمد وعلى آله وصحبه وسلم  وبعد....
· فإنه ما فتئ الطلاب ينظرون إلى مادة الرياضيات نظرة رهبة وتخوف ظانين أنها مادة يصعب فهمها ويتعذر إدراك كل حقائقها والإحاطة بتفاصيلها.. وهم بهذه النظرة يهيئون أنفسهم لعدم الإلمام بها ويغرسون بذرة النفور منها و التجافي عنها..

· ومن المؤسف أن هذه النظرة لا تعدم من يذكي أوارها ويؤجج نارها من أولياء الأمور.. إذ كثيراً ما تجد ولي الأمر يركز على هذه المادة ويوحي لابنه-دون قصد- بصعوبتها وحاجتها إلى عناية خاصة.

· وهذا التصرف يرسخ لدى الطالب نظرته تجاه المادة ،ويزيد من قناعته بصعوبتها. ومن هنا تكمن المشكلة.
· وحتى نفند الآراء التي تؤيد هذه النظرة ونكشف سهولة هذه المادة وعدم استعصائها على الأذهان فإننا في مدارس الرواد اتبعنا عدداً من الأساليب لتقريبها وتحبيبها إلى النشء وإلغاء الفكرة السائدة عن صعوبتها.. وما هذه المادة التي بين يديك – عزيزي الطالب- إلا غيض من فيض نأمل أن تحقق الهدف الذي وضعت من أجله وأن تجني ثمارها يانعة نديه فهو ولي ذلك والقادر عليه..
                               وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العالمين..

                                                                               مدير عام أقسام البنين

                                                                                 أحمد بن عبد الله أبا نمي
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                        التعلم القبلي

1) التحليل بإخراج العامل المشترك: 

    2 س – 8 = 2 ( س – 4) 

    2 س2 – 8 س = 2 س ( س-4)

    ا ر2 – ا ر3 = ا ر2 ( 1 – ر)

2) تحليل فرق بين المربعين: 

   ا2 – ب2 = ( ا– ب )  (ا + ب ) 

   س2 – 49 = ( س – 7 ) ( س+ 7 )

3) تحليل فرق أو مجموع مكعبين: 

  س3 – ا3 = ( س – ا ) ( س2 + ا س + ا2 ) 

  س3 + ا3 = ( س + ا ) ( س2 - ا س + ا2 ) 

  س3 – 27 = ( س – 3) ( س2 + 3 س+ 9 )

4) المقدار الثلاثي المربع الكامل:

 المقدار س2 + 10 س + 25  يسمى مربعاً كاملاً لأن:

الحد الأول مربع وجذره التربيعي = س 

الحد الثالث مربع وجذره التربيعي = 5

الحد الأوسط = 2 ×   [الأول /  × والأخير/  = 2 × س × 5 = 10 س

إ س2 + 10 س + 25 = ( س + 5) ( س +5) = ( س + 5)2 
لجعل المقدار س2 + 8 س  + …………  مربعاً كاملاً 

نضيف إليه حداً ثالثاً وهو مربع نصف معامل س

   إ الحد الثالث = مربع نصف معامل س = ( !؛2 × 8 )2 = 16 

5) تحليل المقدار الثلاثي

أولاً: معامل س2 = 1 : 

1) س2 – 11 س + 30

 س2 – 11 س + 30 = ( س – 5 ) ( س – 6 ) 

                                           -5س 

                                          - 6 س         = -11س = الحد الأوسط

2) س2 – 7 س – 30 

   

 س2 – 7 س - 30 = ( س +3 ) ( س – 10) 

                                     +3س 

                                   -10 س         = -7س = الحد الأوسط

ثانياً: معامل س2  ِْ 1:
  2س2 – 11 س +12
 2س2 – 11 س +12 = ( 2س -2 ) ( س – 6) 

                                          -2س 

                                         -12 س         = -14س  ِْ الحد الأوسط

 محاولة أخرى :
2س2 – 11 س +12 = ( 2س -3 ) ( س – 4) 

                                          -3س 

                                        - 8 س         = -11س = الحد الأوسط

 إ المحاولة صحيحة
  

حل المعادلات
أولاً: معادلة الدرجة الأولى في مجهول واحد:

 ا س + ب = 0       ا س = - ب           س = -  ب؛أ 
 والمعادلة كما نرى لها حل واحد فقط 

مثال:  2 س – 3 = 0          ئ   2 س = 3        ئ    س =  - #؛2
         3 س + 5 = 0          ئ   3س = -5        ئ     س =  %؛3
ثانياً: حل نظام معادلتين من الدرجة الأولى في متغيرين:

 مثال: 3 س = ص + 4     ،  س + 2 ص    = 13 

الحـل: 

              3 س – ص = 4       (1)


    س + 2 ص = 13     (2)

  نجعل معاملي س أو ص كل منهما نظير جمعي للآخر كما يلي:

            3 س – ص = 4 

         - 3 س – 6 ص = 39       بضرب المعادلة (2) في –2

                 - 7 ص = 35        إ   ص = 5

  بالتعويض عن قيمة ص في المعادلة (1) :  3 س – 5 = 4     ئ   3 س = 9   ئ   س = 3


   إ  مجموعة الحـل = {  (3، 5) } 

 ومن الناحية البيانية : 

 فإن كلاً من المعادلتين تمثل بخط مستقيم ومجموعة الحل السابقة هي نقطة تقاطعهما

بعض قوانين الأسس والجذور: 
1~ س0 = 1
2~ س م × س ن  = س م + ن                  3~ س م ÷ س ن  = س م – ن 
4~ ( س م ) ن = س م × ن
5~ ( س × ص )م = س م × ص م     ، ولكنه ( س + ص) م  لآ  س م + ص م    

  6~  [س / ×  [س /  =   س               ،  س ى 0

                                        س             ، س جمس  0

7~  [س@/   = | س | = 

                                      - س           ، س حمس  0

 8~   ن [س م/   =   س   م؛  نن

                                          ن عدد فردي         إ المعادلة لها حلٌ وحيد  هو  س =  ن  [  ا   /     
  9~   س ن = ا                                      إ المعادلة مستحيلة الحل         إذا كان  ا سالب                           

                                  ن عدد زوجي       

                                                         إ المعادلة لها حلان               إذا كان  ا موجب                               
 10~   ر@  = 9    ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ ْئ  ر = _  [9 /  = _ 3            ( انتبه   [9خح /  لآ  _ 3  )  
 11~    ر@  = -9    ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ ْئ  ر = _  [-9 /  يي ح             ( مستحيلة الحل في ح )
 12~   ر#  = 8    ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ ْئ  ر = #[8 /  = ذ
   13~    ر#  = -8    ْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْْ ْ ْئ  ر = #[ -  /8 / = - ذ 
تذكر القوانين التالية :

	القانون
	الشكل الهندسي

	مساحة المثلث  =  !؛2  س × ص
	
         س
                     ص

	مساحة المستطيل= س × ص 

محيط المستطيل =2( س+ ص)                                                     
	                        

       س

                     ص 

	|ا ب| =   [(  س2- س1 )2 + (  ص2- ص1 )2
	      ا                             ب

 ( س1، ص1)             ( س2، ص2)

	حجم متوازي المستطيلات= س × ص × ع
	
        ع

          س

                    ص

	حجم المخروط =  !؛3 ط  قق ذع
	
                       ع

                      قق 

	 حجم الكرة  =  $؛3 ط قق #
مساحة سطح الكرة = 4 ط قق ذ 
	
                     قق

	نظرية فيثاغورث :
مربع طول الوتر = مجموع مربعي طولي الضلعين الآخرين
	                                                         
س2+ص2=ع2                                 


 مجال الدالة الحقيقيـة
مجال الدالة :
هو قيم س التي تكون الدالة عندها معرفة أو هو مسقط الدالة على محور سس
	الدالة
	المجال
	مثال

	1) كثيرة الحدود
	ح
	د (س) = 3 

د (س) = 2 س + 1

د (س) = 3 س2 + 5 س +2

	2)د(س) = 
[image: image1.wmf]س

س

2

4

3

-

-


	ح – { قيمة س التي تجعل المقام=0}
	 د ( س) = 
[image: image2.wmf]س

س

2

4

3

-

-


س2 – 4 = 0     ئ      س = _2 

. . المجال = ح – { + 2 ، - 2 } 

	3) د(س)=  [ ر(/س/)/
   ن عدد زوجي
	قيمة س التي تحقق المتباينة

ر ( س)  جمس  0
	د ( س )=  [سخذ-/9/
س2 – 9 = 0      ئ    س = _ 3


المجال = ( -(   ،- 3 ]  حح   [ 3 ،    ( )

	4) د(س)= ن[ ر(/س/)/
    ن عدد فردي
	ح
	د ( س) =  3[سخذ-/9/   

المجال ح 

	5) د( س)= لو ر(س)
	قيمة س التي تحقق المتباينة

ر (س)  > 0
	د (س) = لـو ( س2 – 9)        

المجال = ( -(   ،- 3 )  حح  ( 3 ،    ( ) 

( راجع الفقرة الثالثة ولاحظ الفرق)

	6) دالة القيمة المطلقة

  د( س) =‘ س –3 ‘ 
	ح
	
       ( س – 3)         - ( س – 3 )

بعد إعادة التعريف نلاحظ أن:

    كلٌ من فرعي الدالة كثيرة حدود. 



             ملخص قواعـــــــــد الاشتقاق
	الدالــــــة
	المشتقـة

	ص = ج ( ثابتة) 
	صَ = صفر

	ص = ا س + ب 
	صَ = ا

	ص = سن 
	صَ = ن س ن-1

	ص = [ د (س) ] ن
	صَ = ن [ د (س) ] ن-1. دَ (س)

	ص = [ د (س) . ر (س) ]
	صَ  = د (س) . رَ (س) + ر (س) . دَ (س) 

      = الأولى × مشتقة الثانية + الثانية × مشتقة الأولى

	
ص =


	
صَ =

     =

	
ص =
	
صَ  =                     =  

	ص =  [سخح /
	صَ  =

	ص =  [ دخح(/س/)/
	
صَ  =               = 


                   مشتقات الدوال الدائريـة
	الدالـــة
	المشــتقة

	جا س
	جتا س

	جتا س
	- جا س

	ظا س
	قا@س

	ظتا س
	- قتا@س

	قا س
	قا س ظا س

	قتا س
	- قتا س ظتا س


 قاعـدة مهمـة : 
إذا كانت : ص = جا ند(س)  فإن : 
             
ص  =   أ ن حا ن-1د(س) ٍ   × أ جتا د (س) ٍ   × أ دَ (س) ٍ   
وتطبق هذه القاعدة على باقي الدوال الموجودة في الجدول السابق.

           حساب المثلثات
 1~ دائرة الوحدة ، قاعدة الإشارات :
	



      جتا ه = س                      جا ه =  ص              ، ظا ه = 

	          الزاوية
النسبة
	صفر ْ
	90 ْ
	180 ْ
	270 ْ
	360 ْ

	س
	جتا
	
	
	
	
	

	ص
	جا
	
	
	
	
	

	ص
س

	ظا
	
	
	
	
	


                الدوال المثلثية لبعض الزوايا الخاصة

	

	

	       الزاوية
النسبة
	30 ْ
	60 ْ
	45 ْ

	جا
	
	
	

	جتا
	
	
	

	ظا
	
	
	


تذكر مجموعات الزوايا التالية :

1~ { 30 ْ ، 120 ْ 210 ْ 330 ْ }

2~ { 45 ْ ، 135 ْ ، 225 ْ ، 315 ْ }

3~ { 60 ْ ، 120 ْ ، 240 ْ ، 300 ْ }
كل مجموعة من هذه المجموعات لها نفس النسب المثلثية والإشارة حسب الربع الذي تقع فيه الزاوية

فمثلاً : 

جا 30 ْ =  !؛2    ، جا120 ْ =   !؛2    ، جا 210 ْ = -  !؛2  ، جا330 ْ =  -  !؛2
              الدوال الدائرية


	1~ الدالة د(س) = جا س


	1~المجال :                                                                         2~المدى :


	


	2~ الدالة د(س) = جتا س


	1~المجال :                                                                                 2~المدى :


	3~ الدالة د(س) = ظا س

	


	1~ المجال :                                                               2~ المدى :


                     النقط الحرجـة للدالـة
 نشاط (1) : العلاقة بين الاتصال والاشتقاق :

	                          صص 

سس 


	                                    صص 

سس 


	                                   صص 

سس 



	.........................................
.........................................
	.........................................
.........................................
	.........................................
.........................................


نشاط (2) : أكمل الجدول التالي:
	المقدار الجبري
	قيم س التي تجعل المقدار= صفر
	قيم س التي تجعل المقدار غير معرف

	3 س – 6
	
	

	   س2 – 4_
ـــــــــــــــــــ

س2 + 9
	
	

	س2 + 9
ــــــ

س2 – 4
	
	

	7
ـــــ

س2 + 5
	
	


                                        ر( س )                                       


      الخلاصـة : متى ينعدم الكسر  ــــــ  ؟ ومتى يكون غير معرف؟ 

                                                 ه ( س )              
             1)    ………………………………………………………………………………................

           2)    ………………………………………………………………………………................. 
                     النقط الحرجـة للدالـة

نظريـة ( 5 – 1 )  :انظر الكتاب ص (13)
إذا كانت د معرفة على [ ا ، ب ] فإن ( س1 ،  د (س1 )  ) تسمى نقطة حرجة للدالة عندما س1  ي  ( ا ، ب )

             1) دَ (س1) = 0 
                  أو           2 )  دَ  (س1) غير معرفـة 


    ويعني ذلك هندسياً أن :


                ويعني ذلك هندسياً أن :


     …………………………………………
                      ………………………………………………
                              
                                                                                                                

                                                                     




تمرين (1) :  تأمل الشكل التالي ثم عين مواضع النقاط الحرجة للدالة :

النقاط الحرجة للدالة عند :

     س= ………      ،   س= ………         ،  س= ………        ،  س= ………       ،  س= ………  
                     النقط الحرجـة للدالـة
تمرين ( 2 ) :  
أوجد النقاط الحرجة للدالة : د( س ) = 2س3 + س2 – 20 س + 4
تمرين ( 3 ) :  
أوجد النقاط الحرجة للدالة : د( س ) =  
[image: image3.wmf]5

4

2

س

س

+

             (  س لآ - $؛5 )

              النقط الحرجـة للدالـة
تمرين (4) :  أوجد النقطة الحرجة للدالة د (س) = 3س@؛3 – 2 س
تمرين ( 5 ) : 
 وضّح سبب وجود نقطة حرجة عند س = صفر لكلٍ من الدوال التالية :
	1) د ( س ) =  س2               
	2) د ( س ) =  3[س /                  
	3) د ( س ) = ‘ س ‘  

                                  


 تمرين ( 6 ) : 
أوجد النقطة الحرجة للدالة :
 1) د ( س ) = | س – 5 |          
2) د ( س ) =  | س2 – 5 س + 6 |                  
القيم القصوى المطلقة للدالة
4

 القيمة العظمى والقيمة الصغرى للدالة :
	منحنى الدالة د (س)
	القيمة العظمى
	القيمة الصغرى
	المدى

	                                 صص 

                              5

                          ذ

سس 
	ق. ع =
	ق . ص =
	

	                                  صص 

                                         7
سس                                      1

	ق. ع = 
	ق . ص = 

	

	                                  صص 

                                       4

                                                     2                        

سس 
	ق. ع = 
	ق . ص = 

	


خطوات إيجاد القيم القصوى المطلقة للدالة د(س) على [ ا ، ب ] : 

· تعيين مجال الدالة ( الدالة كثيرة الحدود مجالها ح دائماً ) ومعرفة قيمة س التي تكون الدالة عندها غير معرفة (أي المنحنى غير متصل). 

· إيجاد دَ (س)  (راجع قواعد الاشتقاق)
· إيجاد النقاط الحرجة للدالة والتي تحقق دَ (س)  = 0 ، دَ (س)  غير معرفة.
· إيجاد قيمة الدالة عند النقط الحرجة التي ي  ( ا، ب ) ، وكذلك د (ا) ، د(ب) . 
· أكبر قيمة للدالة في الخطوة السابقة هي القيمة العظمى المطلقة للدالة.
· وأصغر قيمة للدالة في الخطوة السابقة هي القيمة الصغرى المطلقة للدالة.

                       القيم القصوى المطلقة للدالة
تمرين ( 1 ) :  احسب القيم القصوى لكل من الدوال التاليـة:
 1)    د (س) = 4 س – 5 

                     على [ -1، 3 ] 

                   4 س

2) د (س) =  ـــــــ


         على [ -1  ،  8  ] 

                  س2 + 1

القيم القصوى المطلقة للدالة
3) د(س) = 
[image: image4.wmf]3

3

س

 -  #؛2  س2 + 5                    على [ -2، 3 ]    

4)   د ( س ) =   3[سخح۲/ - 5     على [ - 1  ، 8 ] 

               تمـــــــارين

 أجب عمّا يلي باختيار الإجابة الصحيحة :
	1) عدد النقط الحرجـة للدالة د (س) = 2 س5 + س – 4 يساوي

	أ) 1
	ب) 2
	ج)  صفر
	د) 3

	2) للدالة د (س) = | س + 2 | + 4 نقطة حرجـة هي :

	أ) ( - 4 ، 4 )
	ب) ( - 2 ، 4 )
	ج) ( 4 ، 2 )
	د) ( - 2 ، - 4 )

	                                                                            ـ جتا س

3) إذا كانت د (س) معرفة على ( 0 ، ط ) بحيث دَ (س) = ـــــــــ 

                                                                        ( 1 + جا س )2
    فإن للدالة نقطة حرجة عند س =

	أ)    ط؛2
	ب) ط؛6
	ج)  ط؛3
	د)  ط

	4) إذا كانت القيمة الصغرى للدالة د (س) = 12 – 2 س على [ 2 م ، 3 م ] هي 6  فإن م =

	أ) 3   
	ب) 1
	ج)  #؛2  
	د) ــ 2

	5) أ صغر قيمة للدالة د (س) = 2 جتا س على [ 0  ، 2 ط ] هي : 

	أ) 2
	ب) ــ 2
	ج) صفر
	د)  ــ 1

	6 ) اكبر قيمة للدالة د (س) = س | س |   في [ -2 ، -1 ] هي :

	أ) 4
	ب) 1
	ج) ــ 1
	د)  ــ 4


                    إضــــافات
                         نظــــرية رول

خطوات حل مسألة نظرية رول:

· دراسة اتصال الدالة في [ ا، ب].

· دراسة قابلية الدالة للاشتقاق في (ا، ب).
· التحقق من أن :  د (ا)  = د ( ب ).
· إذا توفرت الشروط السابقة فإن الدالة تحقق شروط نظرية رول في [ ا،ب] ونكمل الحل كما يلي: 
- إيجاد دَ (س) و حل المعادلة دَ (س)  = 0 
    -  قيم س الناتجة والتي   ي  ( ا، ب) هي قيم ج التي تعينها النظرية.
أشكال بيانية لدوال لا تحقق نظرية رول :
	                             صص 


سس 
         ب       ج         ا
	                              صص 




سس 

        ب       ج    ا
	                             صص                    
                                      د( ا ) 
                                   د(ب )                                   
سس 

      ب           ا

	....................................................
	....................................................
	....................................................


                  نظــــرية رول
تمرين ( 1 ) :  
 قرّر إن كانت د(س)  تحقق شروط نظرية رول على الفترة الموضحة أمام كلٍ منها

 ثم أوجد قيمة " ج " التي تعينها النظرية " إن أمكن" .

1) د(س) = س2 -4س - 6      على [ 0،4]       2)  د (س) = | س – 3 |     على [ 0، 6] 


3) د(س) = س +  !؛ سس       على [ !؛2 ، 1]        4) د(س) =  [س / – س       على [-1،1]

                                                    تمـــــــارين

 أجب عمّا يلي باختيار الإجابة الصحيحة :
	1) الدالة التي تحقق نظرية رول في [ -3 ، 3 ] هي :


	أ) د(س)= |2س| + 6
	ب) ع(س) =2س2+4
	ج) ه(س)= س3+8
	             س2 + 4
د(س) = ــــــ
             س2-1
 

	2) إذا كانت د ( س ) = س2 – 4 س تحقق نظرية رول على الفترة [ 0 ، ل ] فإن  ل تساوي :

	أ) 1
	ب) 2 
	ج) 3 
	د) 4 

	3) مجموعة قيم ج التي تعينها نظرية رول للدالة د ( س ) = 7 على الفترة [0،1]  

	أ)   (         

     
	ب) [ 0 ، 1 ]          

        
	ج)  ( 0 ، 1 )              

         
	د) { 7 } 

	4) مجموعة قيم ج الممكنة التي تجعل للدالة د( س ) =4 حا2س مماساً أفقياً على [0، ط ] هي:

	أ)   ة 0 ،  ط ’
	ب)    ة   ط؛2    ،   ط؛4؛؛؛؛؛؛؛؛  ’
	ج)   ة ط؛4؛؛؛؛؛؛؛؛     ،     #؛؛ 4ط؛ ؛              ’
	د) لا تـوجد

	5) قيمة ك التي تجعل الدالة د ( س ) = ظا س + ك جا س تحقق شروط رول على [ 0 ،   ط؛4؛؛؛؛؛؛؛؛    ]             

	أ) صفر
	ب)  [۲خح /
	ج) ــ  [۲خح /
	د) غير موجودة


                 إضــــافات

                                            نظرية القيمة المتوسطة             

خطوات حل مسألة نظرية القيمة المتوسطة :

· دراسة اتصال الدالة في [ ا ، ب ] 

· دراسة قابلية الدالة للاشتقاق في ( ا ، ب ) 
  إذا تحقق الشرطان السابقان فإن الدالة تحقق شرطي نظرية القيمة المتوسطة ونكمل الحل كما يلي:
      - نوجد دَ (س). 
      - نوجـد   د ( ا )  ، د ( ب )
      - من الخطوتين السابقتين ومن حل المعادلة :


          دَ ( ج ) =      

      نحصل على قيم ج ي ( ا ، ب) والتي تعينها النظرية.
             نظرية القيمة المتوسطة
تمرين ( 1 ) :

قرّر ان كانت د(س) تحقق شرطي نظرية القيمة المتوسطة ثم أوجد قيمة ج التي تحققها  النظرية ( إن أمكن) 
1) د(س) = س3 + س-4        على [-1، 2 ]  
2)  د(س) =   [سخح+/1/            على   [-1 ، 3 ]                  
                     نظرية القيمة المتوسطة
تمرين (  2  ) :

قرّر ان كانت د(س) تحقق شرطي نظرية القيمة المتوسطة ثم أوجد قيمة ج التي تحققها  النظرية ( إن أمكن)                      
1) د(س) = س +  !؛ سس  على :                        
 أ) [ -1 ، 3 ]                                         
 2) [  !؛2  ، 2 ]     

3) د (س) = 4 –   [س/خح                       على [ 4 ، 9 ]   

                     نظرية القيمة المتوسطة
4)  أوجد معادلة المماس لمنحنى الدالة د (س) = س2 – 3س + 4  في [ 0 ، 1 ] 

     والذي يوازي الوتر بين النقطتين ( 0 ، 4 ) ،  ( 1 ، 2 ) 
5) إذا كان العدد ج = 2 يحقق نظرية القيمة المتوسطة للدالة د(س)= س3 + ك س2 + س – 6 

    على [0 ، 3 ] فأوجد قيمة الثابت ك.             

                 إضــــافات
                      الدوال المطردة ( التزايد والتناقص )
	الدالة تزايدية
	الدالة تناقصـية

	                                             صص
سس                                                                            

  
	                                                   صص

سس                 


	ميل المماس= ظا ه = دَ (س1) =  مقدار موجب
	ميل المماس= ظا ه = دَ (س1)  = مقدار سالب


     حيث أن  ه قياس الزاوية التي يصنعها المماس مع الاتجاه الموجب لمحور السينات.
ومما سبق يمكن استنتاج النظرية التالية :


خطوات بحث اطراد دالـة   : 

· نبحث مجال الدالة ونعين قيم س التي تكون الدالة عندها غير معرفة.

· نوجد النقط الحرجة للدالة وذلك بوضع دَ (س) = 0  أو  دَ (س) غير معرفة.
· نعين قيم س السابقة على خط الأعداد لنحصل على فترات الاطراد المطلوبة.

· نستنتج فترات التزايد والتناقص طبقاً للنظرية السابقة

                   الدوال المطردة ( التزايد والتناقص )
تمرين (  1 ): 

أوجد فترات التزايد والتناقص للدوال التالية على مجالها:

 1)  د (س) = س3 – 3 س2 – 9 س + 12 

2)  د (س) = س3 ( 4 – س ) 

                       الدوال المطردة ( التزايد والتناقص )
3) د(س) = س +  !؛ سس  
4) د(س) =  
[image: image5.wmf]س

س
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[image: image6.wmf]
                 تمـــــــارين

أجب باختيار الإجابة الصحيحة في كلٍ مما يلي :
	1) إذا كانت د (س) تزايدية على [ ا ، ب ] فإن لكل س ي ( ا، ب )  يكون :

	أ) دَ (س) = 0
	ب)  دَ (س) < 0
	ج) دَ (س) >0
	د) دَ (س) غيرمعرفة

	2) الدالة د ( س ) = 3 – ( س +2)4  تناقصية في الفترة  : 

	أ)  [ -2،(   )       
	ب )  ( - ( ، -2 ]        
	     ج)  [ -2 ، 3 ]          
	د )  ح 

	3)  الدالة د(س) =  
[image: image7.wmf]س
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   تزايدية في الفترة  

                             

	أ) [ 1 ، (    )        
	ب ) [ -1، 1 ]            
	ج) ( -(  ، -1 )          
	د) ح

	1) الدالة المتناقصة على ( -   (  ، 1 ) فيما يلي هي  :      

	أ) د(س) = 
[image: image8.wmf]س

س
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	ب) د(س) = 
[image: image9.wmf]س
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	ج) د(س) =   !؛ سس
	د) د(س) = | س-1|

	5) الدالة د (س) = [ خحس/ذ-/ ذس/+/5/   تزايدية في الفترة   

	أ) ( - (   ، -1 ]       
	ب) [ -1 ، 1 ]         
	ج) [ 1 ، ( )       
	د) ( - (   ، 1)


                إضــــافات
                    التقعــــر

	الدالة مقعرة لأسفل
	الدالة مقعرة لأعلى

	                                                             صص 

                 د ً ( س ) < 0
سس  

          س3             س2            س 1
	                                                           صص
              د ً ( س ) ى 0

سس
          س3             س2            س 1

	د َ (س1) = + ،  دَ (س2)=0 ،  دَ (س3) = -
إ  دَ ( س )  تتناقص       إ د ً ( س ) < 0
	د َ (س1) = - ،  دَ (س2)=0 ،  دَ (س3) = +
إ  دَ ( س )  تتزايد        إ د ً ( س ) ى 0




من النشاط السابق نستنتج النظرية التالية :

 نظرية ( 5 – 7 ) :
   
       لتكن د(س) قابلة للاشتقاق مرتين على الفترة ( ا ، ب) :

    1) إذا كانت دً ( س ) > 0  لكل س  ي  ( ا ، ب ) فإن الدالة مقعرة لأعلى  في ( ا ، ب ).

    2) إذا كانت دً ( س ) < 0  لكل س  ي  ( ا ، ب ) فإن الدالة  مقعرة لأسفل  في ( ا ، ب ).
 نقطة الانقلاب:

 يكون للدالة نقطة انقلاب ( انعطاف ) عند س1 إذا تحقق الشرطان التاليان معاً :                
 1) دً (س1)  = صفر    أو   دً (س1 ) غير معرفة .                   

 2) دً ( س ) تتغير إشارتها قبل وبعد س1             

                    التقعــــر

تمرين (  ):

 ادرس تقعر الدوال التاليـة وبين نقط الانقلاب ( إن وجدت) ..

1) د ( س) = 2 س4 – 3 س3 –3 س2 + 7 س

2 ) د ( س ) = س4
                    التقعــــر

3) د ( س ) =   !؛ سس
                             
4)  د(س) = 
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             تمـــــــارين

أجب باختيار الإجابة الصحيحة في كلٍ مما يلي :
	1) إذا كان للدالة د (س) = ك س3 + 3 س2 + 1  نقطة انقلاب عند س = 2 فإن ك =

	أ)  !؛2
	ب)  صفر 
	ج) - !؛2
	د) 1 

	2) إذا كان ( 1 ، 0 ) نقطة انعطاف للدالة د (س) = ا س3 + 6س2+ ب فإن ( ا ، ب ) = 

	أ)( -2 ، -4 )          
	 ب) ( 2 ، 4 )              
	ج) ( -2 ، 4 )           
	 د) ( 2 ، -4 )

	3) الإحداثي السيني لنقطة الانقلاب  للدالة د(س) = 
[image: image11.wmf]4
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 + جا س   في الفترة [ 0 ،
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ط
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	أ) 
[image: image13.wmf]4
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	 ب)  
[image: image14.wmf]6
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	 ج) 
[image: image15.wmf]2
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	 د) 
[image: image16.wmf]4
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	4) منحنى الدالة د (س) = س4 + 3 س2  مقعر لأعلى في الفترة        

	أ) ح                 
	  ب) ( 0 ،(    )             
	ج) ( ( -  ، 0 )       
	د) ( 1،(  )           

	5) الدالة  د ( س ) = جتا س    مقعرة لأسفل  في الفترة :   

	أ) ( 0 ،  
[image: image17.wmf]2
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	ب)  ( 
[image: image18.wmf]2
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 ، ط )

         
	ج) ( 0 ، ط )
	د) ( 0  ، 
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                  إضــــافات              

                تصنيف النقاط الحرجة
س: متى تعطي النقطة الحرجة قيمة عظمى محلية ومتى تعطي قيمة صغرى محلية ؟

     للإجابة على هذا السؤال نستعرض معاً النشاط التالي :

نشاط ( 1) :

	                               صص 

سس 

            س1   
	                              صص 

سس 

               س1  
	                              صص 

سس 

                 س1     

	إشارة دَ ( س ) :

   - - - -  س1  + + + +
عند  س1 توجد قيمة عظمى محلية 
	إشارة دَ ( س ) :

    - - - -  س1  + + + +
عند  س1 توجد قيمة عظمى محلية
	إشارة دَ ( س ) :

     + + + +   س1 + + + +   
عند  س1 نقطة حرجة

 ولكنها ليست عظمى أو صغرى محلية


 نشاط ( 2 ) :
	                               صص 

سس 

              س1   
	                            صص 

  سس 

               س1  
	                              صص 

سس 

                 س1     

	إشارة دَ ( س ) :

    + + + +   س1 - - - -  
عند  س1 توجد قيمة صغرى محلية

	إشارة دَ ( س ) :

    + + + +    س1 - - - -  
عند  س1 توجد قيمة صغرى محلية
	إشارة دَ ( س ) :

   - - - -  س1- - - -  
عند  س1 نقطة حرجة

ولكنها ليست عظمى أو صغرى محلية


من النشاط السابق نستنتج أن :

1)  النقطة الحرجة تعطي قيمة قصوى محلية ( عظمى أو صغرى ) عند س1إذا تغيرت إشارة دَ ( س )   قبل وبعد س1
2) كل قيمة قصوى محلية للدالة هي نقطة حرجة للدالة وليس العكس . 
اختبار المشتقة الثانية :
	الدالة مقعرة لأسفل
	الدالة مقعرة لأعلى

	                                                 صص                                                           

              دً (س1) آ صفر

سس  

             د         س2       ج 
	                                                    صص                                                           
دً (س1) ى صفر

     سس
                    ب        س1        ا

	في [ج ، د] :

دَ (س2)  = صفر
دً (س2 )   آ   صفر

إ د ( س2)  قيمة عظمى محلية للدالة
	في [ ا ، ب ] :

دَ (س1)  = صفر
دً (س1 )   ى   صفر

إ د ( س2)  قيمة صغرى محلية للدالة


 ملاحظة : 

  أحياناً يفشل اختبار المشتقة الثانية في استنتاج القيم القصوى المحلية للدالة لذا نعود إلى استخدام المشتقة الأولى تمرين ( 1 ) :
هل للدالة  د ( س ) = س4  قيمة قصوى محلية عند  س = صفر  ؟   وضح إجابتك بالرسم .

                      تصنيف النقاط الحرجة
تمرين ( 2 ) : 
حدّد مواضع القيم العظمى والصغرى المحلية لكلٍ من الدوال التالية بطريقتين :
	1) د ( س ) =  س3 – 6 س2 + 9 س + 5

	
	

	2) د ( س ) =  س3 – 3 س2 -24 س + 12

	
	


               تصنيف النقاط الحرجة
 تمرين ( 3 ) : 
حدّد مواضع القيم العظمى والصغرى المحلية لكلٍ من الدوال التالية ( إن وجدت) :                          
1) د ( س ) =  
[image: image20.wmf]س
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2) د ( س ) = 
[image: image21.wmf]س
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               تمــــــارين

أجب باختيار الإجابة الصحيحة في كلٍ مما يلي :
	1) إذا كان للدالة د (س) = ك س3 - 3 س2   قيمة عظمى محلية عند س = 2 فإن ك =

	أ) 1
	ب)  -2
	ج) 2
	د) 3

	2) إذا كان ( 1 ، د(1) ) نقطة صغرى محلية للدالة د (س)  فإن :

	أ) دَ ( 1 ) < 0          
	 ب) دً ( 1 ) < 0          
	ج) دَ ( 1 ) > 0          
	 د) دً ( 1 ) > 0          

	3)إذا كانت د ( س ) معرفة على ( - 2 ، 4 ) ، دَ ( 3 ) = 0  ، دً ( 3 ) = - 9، د ( 3 ) = 5

   فإن القيمة العظمى المحلية للدالة د ( س ) =

                                                                  

	أ) -9   
	ب) صفر                 
	ج) 5                   
	د)  4            

	4) الدالة التي لها قيمة صغرى محلية فيما يلي هي 

	أ) د(س)= 2 س
	  ب) د(س)=  س2
	ج) د(س) = س3
	د) د(س)= - س3

	5) القيمة العظمى للدالة د ( س ) = 6 س + جتا س  هي

	أ) 6 ط

           
	ب)  لا يوجد

        
	ج) 6
	د)  
[image: image22.wmf]6
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              إضـــافات
                             تمارين عامة على الدوال الدائرية
	1~ الدالة د(س) = جا س

	1~المجال :                                                                         2~المدى :


	


	2~ الدالة د(س) = جتا س


	
1~المجال :                                                                                 2~المدى :


	3~ الدالة د(س) = ظا س

	


	1~ المجال :                                                               2~ المدى :


                     تمارين عامة على الدوال الدائرية
تمرين ( 1 ) : 
إذا كانت د ( س ) = جا س                حيث س ي [0، ط ]

1) ادرس اطراد الدالة                                    

2) ادرس تقعر الدالة
تمرين ( 2) :
 إذا كانت د ( س ) = جتا س                 حيث س ي [0، ط ]

1) ادرس اطراد الدالة  
2) ادرس تقعر الدالة
تمرين ( 3 ) :                                                   
إذا كانت د ( س ) = ظا س            حيث س ي [  - ط؛2    ،  ط؛2    ]                                                                                      

1) ادرس اطراد الدالة  
2) ادرس تقعر الدالة

                                                             إضــــافات          

                 رسم المنحنيات

خطوات رسم المنحنى :
 أولاً : معلومات من الدالة د ( س ) :
1) تعيين مجال الدالة .

2) دراسة التناظر حول محور صص  [ أي معرفة هل الدالة زوجية أي د(- س ) = د ( س ) ] 
3) أو التناظر حول نقطة الأصل  [ أي معرفة الدالة فردية أي د(- س ) =- د ( س ) ] .
4) إيجاد نقط تقاطع المنحنى مع محور صص  وذلك بوضع س = 0 وحل المعادلة الناتجة .
5) إيجاد نقط تقاطع المنحنى مع محور سس  وذلك بوضع ص =0 وحل المعادلة الناتجة ( إن أمكن).

 ثانياً : معلومات من  د َ( س ) :
1) إيجاد النقاط الحرجة وتعيين أيٍ منها قيمة صغرى محلية أو عظمى محلية .

2) دراسة اطراد الدالة وتحديد فترات التزايد والتناقص .

ثالثاً : معلومات من  دً ( س ) :
1) إيجاد نقط الانقلاب .

2) دراسة تقعر الدالة وتحديد فترات التقعر لأعلى ولأسفل .
رابعاً : إيجاد بعض النقاط المساعدة وتكوين جدول يضم كل النقاط السابقة ثم رسم المنحنى .

تمرين ( 1 ) :                                                   

 ارسم منحنى الدالة التالية مع توضيح خطوات الحل : 

 د( س ) = !؛3 س3 – 2 س2 + 3 س + 1

	أولاً : معلومات من الدالة د ( س ) :
	ثانياً : معلومات من  دَ ( س ) :


	ثالثاً : معلومات من  دً ( س ) :

	رابعاً : الجدول ورسم المنحنى :


تمرين ( 2 ) :                                                   

 ارسم منحنى الدالة التالية مع توضيح خطوات الحل : 

 د( س ) = 6 س2 – س4- 5  
	أولاً : معلومات من الدالة د ( س ) :
	ثانياً : معلومات من  دَ ( س ) :


	ثالثاً : معلومات من  دً ( س ) :

	رابعاً : الجدول ورسم المنحنى :


تمرين ( 3 ) :                                                   

ارسم شكلاً تقريبياً لمنحنى د (س) المتصل والذي يحقق الشروط التاليـة:

   أ)  د (- س ) = د ( س ) 
      ، د ( 0 ) = 1       ، د ( 2 ) = 3 
  ب)  دَ ( 2 ) = 0  ،  دً ( 2 )  < 0


تمرين ( 4 ) :                                                   

ارسم شكلاً تقريبياً لمنحنى د (س) المتصل والذي يحقق الشروط التاليـة:

أ)  د ( 0 )  = 3   ، د ( 2 ) = د ( - 2 ) = 1
ب) دَ ( 0 ) = 0    ، د َ ( س ) > 0 عندما س <  0  ، دَ ( س ) <  0 عندما  س  > 0 
ج ) دً ( س ) < 0 حيث | س | < 2  ، د ً ( س ) > 0   حيث | س | > 2 
تمرين ( 5) :                                                   

الرسم الموضح يمثل منحى د ( س ) فأجب عما يلي :

1) النقاط الحرجة للدالة هي ...............................

2) الدالة مقعرة لأسفل في الفترة.........................
               ومقعرة لأعلى في الفترة.........................
3) الدالة تزايدية في الفترة ............................... 
           وتناقصية في الفترة .............................
تمرين ( 6 ) :                                                   

الرسم الموضح يمثل منحى دَ ( س ) للدالة د ( س ) على مجالها ح  فأجب عما يلي :

1) اكتب فترات التزايد والتناقص للدالة د ( س ) على مجالها

    ............................................................................

      ............................................................................
2) اكتب نقط القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة د ( س )  

       ............................................................................

      ............................................................................
3) اكتب فترات التقعر للدالة د ( س ) على مجالها

    ............................................................................

      ............................................................................
4) اكتب نقط الانقلاب للدالة د ( س ) 

       ............................................................................

       ............................................................................
                 إضــــافات                      

مسائل القيم القصوى التطبيقية

خطوات حل مسألة القيم القصوى التطبيقية :

1) رسم الشكل الهندسي للمسألة وتعيين المتغيرات والثوابت عليه .

2) كتابة الكميات المراد معرفة قيمتها القصوى كدالة في متغيرين وهذه هي العلاقة الأساسية في المسألة .
3) إيجاد قانون ( علاقة ) رياضي يربط بين المتغيرين السابقين .
4) استخدام هذا القانون في جعل دالة القيمة القصوى في متغير واحد فقط تعيين مجاله.
5) إيجاد دَ( س )  لدالة القيمة القصوى وحل المعادلة دَ ( س ) = 0
6) إيجاد القيمة القصوى للدالة كما سبق في الدرس الأول من هذا الباب أو باستخدام نظرية رول أو الاطراد أو المشتقة الثانية .

تمرين ( 1 ) :                                                   

عددان موجبان مجموعها 20 إذا كان مجموع مربعيهما أصغر ما يمكن. فما العددان؟
تمرين ( 2 ) :                                                   

سلك طوله 24 سم ثنى على شكل مستطيل أوجد أبعاده لتكون مساحته أكبر ما يمكن.
تمرين ( 3 ) :                                                   

أوجد أكبر مساحة لمثلث قائم الزاوية إذا كان طول وتره يساوي 5 سم .

تمرين ( 4 ) :                                                   

أوجد بعدي المستطيل صاحب أكبر مساحة والذي يمكن وضعه في دائرة قطرها 4 سم .

تمرين ( 5) :                                                   

أ ب ج مثلث قائم الزاوية أبعاده هي 6 سم ، 8 سم ، 10 سم . ما بعدا المستطيل صاحب أكبر مساحة
والذي يمكن رسمه كما بالشكل . 


تمرين ( 6) :                                                   

أنشئ مستقيمًا يمر بالنقطة ( 2 ، 3 ) ويصنع مع المحورين  سس ، صص  مثلثاً في الربع الأول مساحته

أصغر ما يمكن .

تمرين ( 7 ) :                                                   

جد نقطة على المنحنى  ص2= 2س  بحيث تكون الأقرب إلى النقطة ( 1 ، 0 )
تمرين ( 8 ) :                                                   

يرغب أحد المصانع في تصميم علبة مغلقة حجمها  49ط سم3 على شكل أسطوانة دائرية قائمة . فما هي أبعاد العلبة التي تجعل مساحة المعدن المستخدم أصغر ما يمكن ؟

تمرين ( 9 ) :                                                   

يراد صنع خزان للماء من قطعة معدنية مستطيلة الشكل بعداها 3 م ، 4 م على شكل متوازي مستطيلات وذلك بقص
أربعة مربعات متطابقة من جوانبها الأربعة . أوجد أبعاد الخزان بحيث يكون حجمه أكبر ما يمكن .
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ر(س) 


د(س)


 





1





لاحظ أن: إذا كانت إشارة الحد الثالث موجبة فإن الإشارتين في القوسين متشابهتين مثل إشارة الحد الأوسط .





نحلل العدد + 12 إلى عددين سالبين هما –2، -6 ثم نتأكد من صحة المحاولة بأن  :


حاصل ضرب الطرفين + حاصل ضرب الوسطين= الحد الأوسط





الحد الثالث سالب : 


نحلل العـدد - 30 إلى عـددين مختـلفين في الإشارة مجموعهما – 7 (معامل الأوسط) وهما +3 ،- 10














الحد الثالث موجب : 


 نحلل العـدد + 30 إلى عـددين سالبين مجموعهما – 11 (معامل الأوسط) وهما -5 ،- 6














تذكر الأوامر التالية عند كتابة القوس الثاني :


ربع ، اعكس ، اضرب ، ربع





لاحظ أن 


ا2 + ب2


لانطبق عليه الطريقة المذكورة





نختار الرمز المشترك بأقل أس ثم نقسم حدود المقدار على العامل المشترك
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د(س) . رَ (س) -  ر (س) . دَ (س)


[د(س)]2


 





المقام × مشتقة البسط – البسط × مشتقة المقام


   [المقام ]2


 





مشتقة ما بداخل الجذر


2 × الجذر





1


 2 [سخح /








– البسط × مشتقة المقام


   [المقام ]2


 





-  ا×دَ (س)
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أخي الطالب  : هذه المذكرة مكملة للكتاب المدرسي وليست بديلاً عنه
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ويتحقق أحد الشرطين التاليين :





الكل+





    180 ْ


        (-  1  ، 0)





 90 ْ


(0 ، 1 )





  صفرْ   (1 ، 0 )    360 ْ
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إذا كانت د( س ) معرفة على [ ا ، ب ] وكانت  : 


1)  متصلة في [ ا ، ب ]   


2)  قابلة للاشتقاق في ( ا ، ب )   


3) د ( ا ) =  د ( ب )   


فإنه يوجد نقطة واحدة على الأقل ج ي (ا، ب) تحقق دَ(ج) =0  ………………





                             صص





                         د( ا) =د(ب)                                   


                                   


 سس


  


      ب         ج         ا





إذا كانت د( س ) : 


1) الدالة د(س) متصلة في [ ا ، ب ]   


2) الدالة د(س) قابلة للاشتقاق في ( ا ، ب )   


 فإنه يوجد نقطة واحدة على الأقل ج ي ( ا ، ب) تحقق :


              د( ب) –  د ( ا )


دَ ( ج ) = ـــــــــ


               ب - ا





                               صص











 


سس        


              ب    ج          ا





             


د( ب) –  د ( ا )





ب - ا











 لتكن د دالة متصلة على [ ا ، ب ]


(1) إذا كانت دَ (س) ى صفر لكل س ي ( ا ، ب ) فإن د متزايدة على[ ا ، ب ] 


(2) إذا كانت دَ (س) آ صفر لكل س ي ( ا ، ب ) فإن د متناقصة على[ ا ، ب ] 











                                                    صص


          


           دً (س1) ى 0      


                               دً (س) آ 0





 سس





  


                        س1
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